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Analysis

Operationen

+ Addition
Multiplikation
Relationen
< kleiner gleich
Zahlen

3.1. Natiirliche Zahlen

N={1,2,3,4,..}

3.1.1. Axiom (Wohlordnungsprinzip)

N ist wohlgeordnet, d.h. jede nichtleere Teilmenge M < N der natiirlichen Zahlen hat ein
kleinstes Element, also

IxEM VneM X<n

3.1.2. Themen (Prinzip der vollsténdigen Induktion)

Genlige M € N den folgenden Bedingungen:

(D 1eM

(ii) neEM
=n+l€eM
Dannist M =N

Indirekter Beweis (Beweis durch Widerspruch):

Setze: Q = Nmit M = {x € N mit x € M}
Widerspruchsannahme: Q ist nicht leer!

Nach dem Wohlordnungsprinzip gibt es dazu ein kleines Element no € Q. Wegen (i) ist
no> 1 (Ansonsten wire 1 € Q, aber da 1 € M ist, fiihrt dies zu einen Widerspruch). no- 1
kann nicht in Q sein, denn nypist das kleinste Element
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= n-1eM
Wegen (ii) istdann (no-1) +1=no €M

Dies ist ein Widerspruch, da no € Q ist. Also ist die Widerspruchsannahme falsch und
folglich

Q=0 = M=N
g.e.d.

(Diese Themen kénnen anstatt mit Mengen auch mit Aussageformen formuliert werden)

3.1.3.Thesen

Flir eine Aussageform p (n) mit n € N sei folglich bekannt:
Q) p (1) wahr
(ii) p (n) wahr

=>p (n+1) wahr

Dannistp (n) wahrvn €N

Beweis:
Betrachte Menge: M = {n € N mit p (n) wahr}
Dannistl1 EMundn€M=>n+1€M

Nach 3.1.ist M = N. Folglich ist p (n) wahr V n.

3.1.4. Einschub
(D) heifdt Induktionsdnderung

(ii) heifdt Induktionsschluss
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3.1.5. Beispiel 1

Firrallen € Ngilt s, X7_, k = — (le+1)
Beweis:
Sei M = {n € N mit s, =~ >2} dann gilt:

2

(i) 1eM,dennsny k=1 (%H) =1)

(i) neM
=n+1eM

n (n+1)

> (Induktionvoraussetzung)

Annahme: sp)}_ 1k =

n (n+1)

=sm=sStO+)=——+0+l) = n(n+1)+2 (n+1) _ (n+1)(n+2)

2 2

3.1.6.Beispiel 2

Firallene Ngilt Y?_,(2k — 1) =n?

Beweis:

Verankerung: Yp_,(2k — 1) = (2-1) =1 =12
Induktionsschluss:

Annahme, dass Y #_,(2k — 1)= n? gilt.

=>YH2k-1)=Y1"112k-1D)+R2n+1)—1)=n*+2Mm+1)-1=n>+2n+1
=(n+1)2

3.2. Reelle Zahlen
Es gibt drei Gruppen von Axiome:
(D Algebraische Axiome
(ID Die Anordnungsaxiome

(III)  Vollstandigkeitsaxiome
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3.2.1. Algebraische Axiome

In R gibt es zwei Operationen, die jedem a, b € R ein Element aus R zuordnet:
a+b Addition
a-b Multiplikation

Hier gelten mehrere Gesetze:

(A) Assoziativgesetz: (@+b)+c=a+(b+0)

(B) Kommutativgesetz: a+b=b+a

(C) Neutrales Element: J0eRmita+0=aVvVa€eR

(D) Inverses Element: VaeR3IbeRmita+b=0 (Alsoist Ro+eine

kommulative Gruppe)
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(E) Assoziativgesetz (a-b)-c=a-(b-¢)

(F) Kommutativgesetz a‘b=b-a

(G) Neutrales Element J1eRmita-1=aVa€eR

(H) Inverses Element zu a Zujedema#0, gibteseinbmita-b=1
() Distributivgesetz a-(b+c)=ab+acVa,b,ceR

Die Axiome (A) — (I) besagen das (R +) ein Kapir (?!) ist.

Weitere Regeln werden nun abgeleitet:

(1) Die Zahl 0 ist eindeutig. Man nehme an, dass 0, 0 € R neutrale Elemente sind.
Dann ist

0+ 0°=0 (0’ = neutrales Element)
=0+ 0 =0 (0 = neutrales Elemnt)

=>0 =0’ also ist ein neutrales Element tatsachlich eindeutig

(2) Das Inverse (- a) von a ist eindeutig. Sei a € R gegeneben, dannist a’ mit a + a“

0 (also a“ist das Inverse von a)
<=>-a=(-a)+(a+a)=((-a)+a)+a'=0+a'=a’ also (-a)=a’
Beweis: a+a’'=0
=>b+(a+a’)=b+0-b=>b+(a+a’)=b
=>(-b)+(b+(a+a’))=(-b)+(b)
=>0+(a+a’)=0
=>a+a' =0
Insgesamt: a+a’ =0 <=> b+(aa')=b

(3) 1und a™ sind eindeutig (Fiir Beweis genau wie (1) und (2) ein + durch - und (-a)

druch a™ ersetzen)
(4) -(-a)=a (-a) +(-b)=-(a+b)
(@)'=a a'-b*=(ab)’
Va, b€ R a,b#0

a-0=0 a-(-b)=-ab (-a)-(-b)=ab
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a:(b+(-c))=ab+(-ac) oder schreibe einfachera—b=a+ (- b)

a(b-c)=ab-ac

Beweis:

-(-a)=a a=a+((-a)-(-a)=(a+(-a)-(-a)
=0-(-a)=-(-a)

a-0=0 a-0=a(0+0)=a-0+a-0
<=>0=a-0

a-(-b)=-ab 0O=a-0=a(b+(-b)=ab+a-(-b)

<=>-(ab)=a(-b)
Die anderen Rechenregeln folgen analog.

(5) Aus a- b =0 folgt, dass wenigstens eine der Zahlen a, b gleich 0 ist.
(@=0Vb=0)

Beweis:
Seia-b=0undaz0
=>a'-0=a'(a-b)=(at-a)b=1-b=b
=>b=0

(6) Regeln des Bruchrechnens

Schreibe a - b™ =%

b ad+ch
a,h_adxc Vab,c,de R,c,d#0
c d cd
b ab
a.2_99 Vab,c,deE R,c,dz0
c d cd
2 ad
c _a
- #
g — b,c,d#0

Beweis (Nur fur die erste Gleichung, da die anderen Beweise dhnlich sind):

a-d(%+§)=c-d-%+c-d-g=a-d+b-c

ad+bc
cd

a b
<=>—+4-—=
d
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Wir haben Relationen <, > und =. Fiir beliebige a, b € R gilt genau eine der drei Relationen:

a<b b<a oder a=b
3.2.2.1. Transitivitat
a<bAb<c => a<c
3.2.2.2. Vertraglichkeit (mit Abgeschlossenheit) mit Addition
Ausa<bfolgea+c<b+c VceR

3.2.2.3.  Vertraglichkeit mit Multiplikation

Ausa<bundc>0folgta:-c<b-c(,a<b“kannman auch als ,b > a“schreiben.)

< kleiner gleich (a<b: a<b \Y a=b)
> grofler gleich
>0 positiv > nicht negativ
<0 negativ < nicht positiv
Nun werden weitere Regeln abgeleitet:
(7) a<b <=> b-a>0
a<o0 <=> -a>0
a>0 <=> -a<o0
a<b <=> -b<-a
Beweis:
Nur (#), die Anderen folgen analog:
a<b <=> O=a+(-a)<b+(-a)
<=> O0<b+(-a)
(8) Ausa<bundc<dfolgta+c<b+d
Beweis:
a<b => atc<b+c
c<d => b+c<b+d

(#)

(verwendet wird jeweils 3.2.2.2.)
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Nach Transitivitat (siehe 3.2.2.1.) folgta+c<b +d

(9) a-b>0 <=> a>0undb>0o0dera<Oundb<0
a-b<o0 <=> a>0undb>0o0dera<Oundb<0
Beweis:

<=) Nehme an, dassa>0undb>0,alsoa<0undb<0
Falls a, b > 0 folgt nach 3.2.2.3.danna-b>0-b=0
Fallsa,b<0 => (-a)>0,(-b)>0
=> (-a)-(-b)>0
=> a-b>0
=>) Seia,b>0.Dannistaz0undb #0.
Wiez.B.a>0undb<0
=>a>0undb<0
=>0>a-(-b)=-(a-b)
=>a-b>0
Genauerista<Oundb>0
(10)a#0 <=> a?> 0, insbesondereist 1>0
(a2=a-a)
Beweis:
az0 <=> a>0odera<0
<=> a2 >0 (mit Regel 9)

Esfolgt: 1=12>0

(11)Ausa<bmitc<Ofolgta-c>b-c

Beweis:

Ausc<afolgt(-c)>0

a-(-c)<b-(¢)
-a-c<-b-c

b-c<a-c
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a>0 <=> —0
Beweis:
a-at=1 >0

=>a>0unda’>0o0dera<Ounda’<0
(12)Ausa?<b% a>0,b<0folgta<b

Beweis:

Ware die Behauptung a < b falsch, dannwarea>b >0

=> a’2a-bunda-b2b?

=> a? > b? (Widerspruch)

3.2.3. Das Volistadigkeitsaxion (+)

Jede nichtleere, nach oben beschrankte Teilmenge M c R besitzt eine kleinste obere
Schranke die Supremum genannt wird

3.2.3.1. Definition 1

(i) Eine nichtleere Teilmenge (M c R) heillt nach oben beschrankt, falls es eine
Zahl k € R gibt mit a <k V a € M. Ein solches k heiRt obere Schranke.

(i) Entsprechend heillit = M < R nach unten beschrankt, falls3keR k<a
VaeM (k heiBt untere Schranke)

(iii) M c R, M = ¢ heiRt beschrankt, falls M nach oben und unten beschrankt ist.
@M c RbeschrinktfallsI ke Rmit—k>a>kVa€eM

3.2.3.2, Definition 2
Eine Zahl k € R heift kleinste obere Schranke (groRte untere Schranke), falls:
a) Kist eine obere Schranke (untere Schranke)
b) Es gibt keine kleinere obere Schranke (groRere untere Schranke)
(also k* € R ist eine obere Schranke => k’ > k)
ask <=> -a2-k

Also M’ = {- a, a € M} hat die gleiche Eigenschaft wie M, wenn man < oder > durch > oder
< ersetzt.
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3.2.4. Das Vollstindigkeitsaxion (-)

Jede nichtleere nach unten beschrankte Teilmenge von R besitzt eine groRte untere
Schranke, die Infinum heiRt.

Natirliche Addition:
SupM < o falls M nach oben beschrankt ist
supM = oo falls M nach oben nicht beschrankt ist (oder unbeschrankt)
3.24.1. Satz
(i) Ist supM < o0, so gilt es zu geben € > 0 ein x € M, so dass supM” € < x

(i) Ist supM = oo, so gilt es zu geben k > 0 ein x € M ist k < x?
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3.2.3. Das Volistandigkeitsaxiom

Jede nach oben beschrankte Teilmenge von R besitzt ein Supremum (= kleinste obere
Schranke)

k =supM falls k die obere Schranke ist, d.h. k2xV x €M
falls k die kleinste obere Schranke ist, d.h. Vy<k3I x €M
3.2.3.3. Satz

Ist M beschrankt (Schranke auch supM < o) mit x >y, so gilt es zu geben E>0einx € M
mit supM - €< X

Ist M unbeschrankt (Schreibe supM = ) so gilt es zu geben k> 0 ein x € M und k < X
Beweis:
i. Setzea=supMEeR

Wire die Behauptung falsch, so gdbe es ein € >0, so dass supM-€>2XV x € M.
Es wiirde also gelten x<a- €V x € M. Somit wére a - € eine obere Schranke von
M. Dies ist ein Widerspruch zur Tatsache, dass a die kleinste obere Schranke ist.

ii. Ist M unbeschrankt, so gibt es keine obere Schranke, also ein beliebiges k > 0 ist
keine obere Schranke, d.h. 3 x mit x > k

Entsprechend inf M > - co falls M nach unten beschrankt ist
Inf M =-c0 falls M nach unten beschrankt ist

Es gilt dann weitgehend:

i. IstinfM >- oo, so gilt es zu geben € > 0 ein x € M mit infM + € > X

ii. IstinfM =- oo, so gilt es zu geben, k>0 ein x € M mit x < K

3.2.3.4. Definition

Ein Element in einer Teilmenge E € R heilt groRtes Element oder Maximum von M falls
XCnVxeM

Entsprechend ist ein x € M das Maximum von M fallsx>nV x €M

Beachte, da supM € R kein Element von M, seien Maximum m von M ist dagegen ein
Element von M.
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3.2.3.5. Beispiel

i. M=[0,1]={x€R:0<x<1}

infM =0 max M =1

infM =1 0 ist kein Maximum, da 0 € M. Es gibt kein Maximum.
ii. M=(0, )

infM =0

infM = oo

Es gibt kein Minimum und kein Maximum

3.2.3.6. Definition (Absolutbetrag)
Fir eine reelle Zahl x ist der Absolutbetrag definiert durch:

X falls x 2 0 schreibe auch: | x| = max(x, — x)

-X fallsx<0

3.23.7. Satz
Der Absolutbetrag hat folgende Eigenschaften
i. x20Vy€e Rund|x|=0 <=> x=0
ii. Multiplikationitat |x-y| = |x]| - |y]
iii. Dreiecksgleichung [x+vy| < |x]| + |y|
Beweis:
i. |x| =20 folgt der Definition:
x| =0 => x=0oder—-x=0 => x=0
x=0 => [x|=x=0
ii. Schreibe x = +/-xg, y = +/- yo mit Xgyo >0

Danniist | Xy| = [(+/- xo)(+/- Yo)| = |+/- (XoYo) | = |XoYo| = XoYo = | Xol - IYol = |X] -
lyl

ii. VX€ R x<|x| entsprechendy<|y| =>x+y< |x]| + |y|
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Entsprechend:

X € |x| und -y € |y]| =>-(x+y) < [x]| + |y]

Zusammen erhalt man:

Ix+yl < x|+ 1yl
Wir haben N={1, 2, 3,...}
1,0,..€eR 1 neutrales Element der Multiplikation
0 neutrales Element der Addition
Injiziere1ENmit1€R

InjiziereneNmitl+..+1€R

Fasse auf diese Weise N als Teilmenge von R auf:

Ny=1{0,1,2,3,.}c R

Z=1{0,+/-1,+/-2,..}c R

3.2.3.8.  Satz von Archimedes
Zujedema € Rgibteseinn € Nmita<n
Beweis:
Ansonsten gdbe eseina ERmitaznV n €N.
Also wdre N c R nach oben beschrankt.
Nach Axiom (l1l) besdRe N ein Supremum b, b = supN € R < oo
Die b kleinste obere Schranke, d.h. I n €N mitn>b-1
= n+l1>b

Also gabe es doch eine natirliche Zahl n + 1, die gréRer als b ist. Ein Widerspruch zur
Annahme, dass b eine obere Schranke von N ist.

Man sagt auch, dass R ein archimedisch geordneter Korper ist.

Folgerung:

Zu jedem x € R gibt es eine eindeutig bestimmt ganze Zahl
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NEZmitn<x<n+1

Bezeichnung:

[x] GauR-Klammer

3.2.3.9.  Satz (Bernoulli’'sche Ungleichung)
Firn € Nunda>-1gilt
(1+a)">21+n-a
Beweis:
Mit vollstandige Induktion
Voraussetzung: (1+a)"=1+a
l+n-a=1+a

Induktionsschritt: Nehme an, die Aussage sei flir n machtig, also

(1+a)">1+n-a
(1+a)™=(1+a)"(1+a)2(1+na)(l+a)=1+na+a+na?21+(n+1)a

Nun die rationale Zahlen:

Q={?mitp,f€2,f¢0}@R

NcZcQ
Q ist ein Korper ((Q, +) ist eine abelsche Gruppe (Q \ {0},...)
Hier gilt das Distributivgesetz:

Q ist auch arithmetisch geordnet, aber Q erfiillt das Vollstandigkeitsaxiom nicht.

3.2.3.10. Satz (Existenz der Quadratwurzel)
Fur jedes c € R mit c >0 gibt es genaueinx € R, x> R mitx*=c¢
Beweis:
i. Eindeutigkeit
2

Seien x; 2 0, x, = 0 zwei Quadratwurzeln, also x;2=c—Xx,

=> 0= X% = Xp* =(X1= %) X1 + Xo)
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=>(X;—Xy)=0o0der(x;+x%)=0

Falls x;—x,=0 => X1=0=x,
Falls x;—x,=0 => X1 = Xy
ii. Existenz

Wir betrachten die Menge M={z€ R:z>0und z><c}
Wir wissen:
-M %@, weill 0 EM
-M ist nach oben beschrankt
(1+c)21+2c21+c
=>VzeEMgiltz2<(1+c)?
=>z<1+c
Also 1 + c ist die obere Schranke von M
Nach dem Vollstandigkeitsaxiom gibt es x = supM < oo

Behauptung: x*=c

Beweis: Wirex?<c = (x+E&)?%<c
a2
Fir € = min (1, —=) VEE(,1)
2x+1

(X+E)?=x?+2Ex+E2< x> +2&x+E=x*+(2x+1) - E<c

c—x
2x+1

Falls € <
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3.2.3.11. Satz
c=0 Ilx>0undx?*=c

Beweis (Eindeutigkeit):

Existenz:

M={z]|z20Az?<c}c R; M # @ und nach oben beschrankt.

= x=supM< oo

z, wegen x> =c

a) Nehme an, dassx?<c

£=min {1, X}>0
= (X+E)?=x2+2Ex+ E*<xX* + 2Ex+ E=X*+ E(2x + §) SX2+ZC;—ji- (2x +
1 =c
Also (x+ €)’<c=x+E€M
= x ist eine obere Schranke

b) Nehme an, dass x> ¢

Wihle € = min &3} > 0
2x ' 2
=>(X—E):x2—2£x+£22x2-ZEXZXZ-ZX'xz;Czc

also (x-€)?2>c
Daz?’<cVEM=7z*< (x-£)’Vz€EM

Daau@erdemx-SZX-§= 0

N IR
v

= z<x-EVzZeEM

Also ist x - € die obere Schranke, im Widerspruch zur Tatsache, dass x die
kleinste obere Schranke ist.

Beschreibung x = +/c, entsprechend V/c,n € N

3.2.3.12. Satz

Vz g Q

Beweis:

Nehme umgekehrt an, dass V2 e Q, aIsoS PgEZ,q#0

Wir kénnen annehmen, dass p und q teilsfremd sind. Dann sind p? und g2 auch
teilsfremd.
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2
(2)?2 = % # 2, denn ansonsten wiirde g = 1 sein und V2 wire eine rationale Zahl.

3.3. Komplexe Zahl

Problem:

Von negativen Zahlen gibt es keine Wurzel in R
3.3.1. Definition

Die Menge R xR ={(x, y) | X, y € R} aller geordneter Paare mit der Addition und
Multiplikation.

(X1, Y1) + (X2, ¥2) = (X1 + X, Y1 = V)

(X1, Y1) - (X2, ¥2) = (X2, Xa¥1)

Und die Menge der komplexen Zahlen gennat und mit C bezeichnet wird.
3.3.2. Satz

C ist ein Korper

Beweis:

(Also z wegen (C, +) und (C \ {0}, ...) und abelsche Gruppen und das Distributivgesetz
gelten)

0=0/0)VEN#0=xy)+(0,0)=x+0,y+0)=(xy)
1=1/0)VEy)-1=xy) - 1/0)=x1-y-0,x-0-y-1)=(xy)
AuRerdem:

-xy)=(¢x-y)

X y)t= (ﬁyz , #ﬁ) ist wohldefiniert falls (x,y) # 0

x? - y? -y x

&Y GY1=xY) (5= 5m)= (5 _+y

x2+y?’ x*+y? x2+y?  x*+y?’ x*+y

:)=(1/0)

) x*+y
Man kann nun alle Regeln berechnen z.B. dass Assoziationsgesetz der Multiplikation.

((x1,y1) - (x2,¥2)) - (X3, ¥3) =

= (X1X2 — V1Y2, X1y1 - X2y2) © (X3, ¥3) =

= ((x1yz2 - y1y2) - X3 - (x1y2 + X2y1) - y3, (XaX2 - y1y2) - y3 + (Xayz + X2y1) - X3 =
= (x1,y1) - ((x2y2) - (x3y3)) =

= (X1, Y1) - (X2X3 = Y23, X2y3 — Y2X3) =

= X1+ (X2X3 — y2y3) - y1 - (X2y3 - y2y3), X1 - (X2y3 — y2y3) - ¥1 - (XaX3 - y2y3)

Das Distributivgesetz beweist man abelsch

Xx€ER

(%, 0) € C erfiillen die abelsche Rechenregeln fiir reelle Zahlen. Fithre R c C auf, indem
man x € R mit (x, 0) € Q identifizieren
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3.3.3. Definition

Die Zahl (0, 1) wird imaginare Einheit i genannt.

Schreibweise:
(x,y)=x+1iy

Re xy)=x Realteil

Im  (xy)=y Imaginrteil
(x1y) = (x1-y) Komplexe

z=(xy) schreibealsoz=x+iy=Rez+ilmZ

Im

Z=a+0hi

Rechnen mit komplexen Zahlen:

2=(0,1)-(0,1)=(0-0-1-1),(0-1+1-0)=-(1,0)=-1

21Z2 = (Xay1) - (Xey2) =

= (X1 +iy1) - (x2 +iy2) =

= X1Xz + iy1Xz + Xiiy2 + iy1iy2 =
=x1x2 + 1 (yix2 + x1y2) - yiy2 =
= (XiXz - y1y2) + i+ (Vix2 + x1y2)
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Z1Z2 =71 Z2 (Anmerkung vom Autor: Der Strich ist normallerweise
iiber den Buchstaben)

Zz=x+1y
72 =x* - y* + 2ixy
2= (x+1y) - (x-iy) =x* - (iy)* =x* +y°

3.3.4.Definition

Der Betrag einer komplexen Zahl ist definiert durch |z| = (zz)
PNy — L (x—iy) _ o ox=iy  _ x-iy x — iy

(X + IY) Toxtiy (e+iy)-(x—iy) | x*—(iy)® xP+y® (x2+y2 ! x2+y2)

3.3.5.5atz

i. |z|=0mit|z|=0 <=> z=0
ii.  Dreiecksungeleichung |z1 + z2| < |z1| + |Z2|

iii.  Multiplikationitat |z1 zz| = |z1] - | Z2|

3.3.6.Benennung
Zu i. und ii. sagt man auch dass | | eine Norm ist.

Beweis und Satz 3.3.5.

i zl=yx*+y =0 <=> x*+y*=0
<=> x=0=y also z=0
ii. FurjedenzeC Zz=X+Ily

Re Z=X |z| = {x* + y?
Dax® <x*+y* = x| </x%+y?
=  x<xP+)y°

AlsoRez<|z|Vz€EC
Re (z1, 22) < | 71, Z2| = | Z1| - | z2| nachiiii.
= |zt n?=(+z2)(tz)=

=71Z1 + Z1Z2 + 7221 + 7222 = | Zl|2 + (z122 + 7122) + | Zz|2 =
(Einschub: z + z = (x+iy) + (x - iy) = 2x = 2 Re 2)
= 21| + 2 |z1] |22] + |22|* = (|21] + |22])?

Also |z1 + z2|* < (|21 + |22])?

= 71+ 72 < |z1] + |22]
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iii. |Z122|* = (|21 + |22])% = (21 22) - (21.22) = 21222122 = (21 21) * (22 Z2) = |71|? - |22 |?
= |21 22| = |24] - |22
|z|2=gzzz+zz= |Z|2

= |z| = |z]

|21, Z2| = |21] - |22| = |24] - |22]

x*=cundc<0
Die Gleichung besitzt die Lésungen x = zi v/c denn x? (+/-x/|c|* = - |c| = ¢

Sondern nicht v/c ist nicht definiert, weil nicht klar ist, ob dass = +/-14/|c| sein soll.

Gaufdsches Nullstellengesetz:

w a1zl + apy1 zntl 4+ ay

Istan € G,z € Cvon Grad n = 1 nicht wenigstens eine Nullstelle zo.
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Folgen und Reihen
4.1. Definition

Sei M eine nichtleere Menge. Unter einer Folge in M versteht man eine Abbildung N — M die

jedem n € N ein Element a, € M zuordnet.
Die Folge wird auch bezeichnet mit a, mit n € N oder a,, a,, as,...
Man nennt an das n-te Element der Folge
M =R (reelle Folge)
oder M=C (komplexe Folge)

4.2. Beispiel

i Ista,=aV nEN,a€ M, so erhalten wir die konstante Folge

ii. Fur a,= (- 1)"erhalten wir die Folge—1,1, -1, 1,..

1 1 1

iii. Die Vorschaft a, = % heiRt die Folge 1, 2130

iv. Fura,=z", n €N, z € C erhilt man die Folge z, 72, 23,... (Folge der Potenzen)

4.3. Konvergente Folgen
4.3.1. Definition

Fir x, y € C (oder R) setzen wir d(x, y) = |x—y]| (, distance”) und bezeichnend als Abstand
vonxundy

4.3.2. Satz
Der Abstand hat folgende Eigenschaft

i.  Pritoritat: d(x,y)20undd(x,y)=0 <=> Xx=y
ii. Symmetrie: d(x, y) =d(x, y)
iii. Dreiecksungleichung: d(x, y) <d(x,y) +d(z,y)

Die Eigenschaft kann man auch verallgemeinernd als Definition einer sog. Metrik verwenden.
4.3.3. Definition
Die Menge Bg(x) ={y / d(x, y) < €) und € wird Umgebung genannt.

4.3.4. Definition von Grenzwert

i. Seia,mitn €N eine reelle und komplexe Folge. Die Folge heiRt konvergent gegen a,

falls gilt:
Zu jedem € > 0 existiertein N € N, so dassd(a,a) <€V n2=N
Man nennt a den Grenzwert der Folge und schreibt:

a,—a fur n— oo
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Eine Folge, die gegen 0 konvergiert, heilt Nullfolge
Eine Folge ist konvergent, falls sie einen Grenzwert besitzt
Eine Folge die nicht konvergent ist, heilst anders ausgedriickt:

In jeder € - Umgebung liegen fast alle Folgenglieder a, (,fast alle” = alle bis auf
endlich viele)

Eindeutigkeit des Grenzwertes:

Wihle € so klein, dass B¢(a) N Be(a’) = @

Dann miussten in B¢(a) und B¢(a“) jeweils alle Folgeglieder liegen, was nicht sein kann.

Jetzt nach indirekten Beweis:

4.3.5. Satz

Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig.

Beweis:

Seien a und a‘ Grenzwerte von (a,). Dann gilt es zu geben €>0in N, so dass V n > N gilt

d(a, a,) < € und d(a‘,a,) < €. Es folgt nach der Dreiecksungleichung:

d(a, a‘’) <d(a, a,) + d(a, a‘) < 2€

Da € beliebig klein gewéahlt werden kann, folgt d(a, a‘) = 0. Nach der

Dreitinitatseigenschaft i. des Abstandes folgt a = a: Also ist der Grenzwert eindeutig.

4.3.6.

Beispiele

Wir untersuchen nun die Peisile auf Konvergenz:

Die konstante Folge a, = a konvergiert a,— a (dennV £>0gilt d(a, a,) =0 Vn2
1, wahle also N = 1)

Die Folge a, = (- 1)"ist konvergent. Nehme an, dass (a,) gegen a konvergiert. Fir €= 1
gibt es dann ein Nmitd(a,a,)<1Vn=N

Nach der Dreiecksungleichung folgt d(a, a,.+1) £ d(a,, a) +d(a, an+1) <2
Das ist Widerspruch zu d(a,, an+1) = |an - ans+ 1| =2
Die Folge a, = % ist eine Nullfolge. Sei € > 0. Nach dem Satz von Archimedes gibt es ein
NmitN>= Z€eR,>0.
a a
DanngiltVn>N

d(an, 0) = |, =0 =3 <<€

1
N
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iv. Die Folge a,=z"ist fur |z| < 1 eine Nullfolge

Beweis:

1
1+n

Da |z| <1ist%> 1,alsoh :=é-1>0 |z] =
Es folgt dann

d(a,0)=12"-0]| = |2"| = |z|"=(1+h)"

Die Bernoulli-Ungleichung heif3t
(1+h)"21-n-h

Und folglich

1 1

< 1 1
1+nh nh n h

— 0flirn—> o

d(a,0) <
AIsoV8>03Nmit%<EVn2N

= Zu gegebenen € > 0 wahle € =&’ - h und ungleich N
= d(a,0) < &
Die Folge a,= z"divergiert falls |z| > 1
Beweis:
Nehme an, dass a, — a. Dann gilt es zu geben € > 0 ein N so dass d(a, a,) < €
VnzN.
Nach der Dreiecksungleichung folgt
d(am, an+1) < d(@am, a) +(d, am+1) < 2€ (*)
Anderseits ist
d(@m, ans1) = 2" =2"| = |(1=2) - 2"| = |1-2] - |2|"
Nunist |z|"> 1 und wegen der Dreiecksungleichung ist
[z]| =z=1+1|<|z—-1+|1]]
= |z-1|2]z] -1
= d(am, an+1) 22| -1>0

Das ist ein Widerspruch zu (*), wenn wir € gentigend klein wahlen. Der Fall |z| =1 hangt von
der genaueren Wahl von z ab.
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4.3.7. Satz / Bemerkung
Es gilt |d(x, y) —d(z, y)| <d(x,y)
Beweis:
Nach der Dreiecksungleichung gilt
d(x, z) < d(x, y) + d(y, z)
d(z, y) < d(z, x) + d(x, y)
d(x, z) —d(z y) < d(x, y)
d(z, y)—d(z, x) < d(x, y)
<=>|d(x, z) —d(z, y)| <d(x,y)

4.4. Beschrankt und Monotone Folgen
4.4.1. Definition

Eine Folge (a,) heillt beschrankt falls es eine reelle konstante C gibt und eina € M c R gibt,
so dass

d(a,,a)<C VneN

Wir kdnnen a beliebig klein wahlen, die nach der Dreiecksungleichung gilt
d(a,, a‘)<d(a,,a)+d(a,a’)<C+d(a,a’)=C

Also liegen alle Folgeglieder auch in { x : d(x, a’) < C‘}

Bei reellen oder komplexen Folgen ist es bequem a = 0 zu wahlen. Eine Folge (a,) ist also
genau dann beschrankt falls 3 C>0,sodass(a,) SCVn€EN

4.4.2. Satz
Jede konvergente Folge ist beschrankt
Beweis:

Sei (a,) eine konvergent Folge mit a,— a. Dann gibt es (wéhle € = 1) ein N, so dass
d(an,a)<1Vn2=N (*)

Waéhle man C = max(1, d(a,, a), d(a,.1, a) € R. Esfolgtd(a,,a) < Cflirn=1, N=1.
Nach Definition von C:

< Cfiralle n >N, wegen (*) und der Tatsache dass C 2 1 ist.

Die Umsetzung dieses Falsches ist falsch, entsprechend a, = (- a)" ist beschrankt, also
konvergent.
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4.4.3. Definition

Eine reelle Folge (a,) heillit monoton wachsend (bzw. streng monoton wachsend) falls:
an=an+1 (bzw. ap<an+1)VNnEN

Umgekehrt heil3t sie monoton fallend (bzw. streng monoton fallend) falls

an 2 an+1 (bzw. ap>an+1) VNEN

Bedeute in folgend in monoton wachsende Folgen, dann ist(a,) monoton fallend, so ist (- a,)
eine monoton wachsende Folge.

Fiir monotone Folgen gilt folgende Konvergenz:
4.4.4. Satz (Monotone Konvergenz)

Nach Satz 4.4.2. wird gezeigt, dass jede nach oben beschrdankte, monoton wachsende Folge
konvergent ist.

Sei (a,) nach oben beschrankt. Beachte:

A,={a,mitneN}c R

Die Menge A, ist nach oben beschrankt und besitzt dafiir ein Supremum
a = SupA

Es gibt zu jedem E>0einx EAmita<x-E€

O0<a-x<E&

Es gilt N mita, =X

Da (a,) monoton steigend ist, folgt

a,2ay Vn2N

a-€<ay<a,<a,also |a,—a| <&V n2=N
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Definition:

a,—a, fallsVE>03I Nmitd(a, a)<EV n>N
Definition:

a, €ER, fallsa,<a .1V n

Satz (monotone Konvergenz):

Sei (a,) mw, dann gilt (a,) konvergiert <=> (an) nach oben beschrankt
Beweis:
=>) Klar, da jede kovergente Folge beschrankt ist
<=) A :={a,:n € N} c Rist nach oben beschrankt und = @.
a:=supA<eo, Nungilt VE>0I Nmit(a,)>a-& (#)
Fiir jedes n 2 N gilt dann:
a-€<(ay)<(a,) <a
(an)(mw) da a = supA
= a-€<(a,) <0

= |a-(ay)] <€ VaxN

4.5. Teilfogen, Haufungspunkte
4.5.1. Definition

Sei (a,) mit n € N Folge und n; < n, < ... eine aufsteigende Folge nattrlicher Zahinen. Dann
heilt die Folge:

(ans) mit k € N = (au41; ans2 ; -..) eine Teilfolge der Folge (a,):

e Jede Teilfolge einer konvergenten Folge konvergiert
e Die Umkehrung gilt nicht

4.5.2. Definition

Eine Folge (a,) mit n € N besitzt den Haufungspunkt a, falls es zu jedem € > 0 unendliche
Folgeglieder in B¢(a) gilt V € > 0: (a- (a,)) < € flir unendlich viel n € N.

Beispiel: Folge (a,) =(-1)"=(-1, 1, - 1, ...) ist divergent oder + 1, - 1 sind Haufungspunkte.
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4.5.3. Satz

a ist ein Haufungspunkt von (a,) genau dann, wenn ageine Teilfolge (a.4) existiert, die gegen
a konvergiert.

Beweis:

<=) Sei (ang) eine Teilfolge mit (a,u) — a VvV € > 0 liegen, dass fast alle
Folgenglieder (a,u) in B¢(a). Also sind unendlich viele Folgenglieder (an) in
Be(a)

= unendlich viele (a,) sind in B¢(a). Also ist a ein Haufungspunkt von (a,).
=>) Sei a Haufungspunkt von (a,). Gebe induktiv vor:
In By(a) liegen unendlich viele (a,). Wéahle eines aus, (a,s1)
In By/»(a) liegen unendlich viele (a,). Wahle eines aus, (ans,), N2 > ny
In By/y(2a) liegen unendlich viele (a,). Wahle eines aus, (ans), Nk > Nk-1
Damit ist n, aufsteigend und (ans) € Bix(a)
Behauptung:
(ans) — @

Beweis:

Sei € > 0, wahleN mit % <€ V k > N gilt dann

= (anu) € ? c Bi(a) € Be(a)

4.5.4. Theorem (Bolzano — WiesenstraR)

Jede beschrankte reelle Folge besitzt einen Haufungspunkt.

Beweis:

Sei (a,) mit n € N eine beschrankte Folge, also |a,| <C VneN
Setzt {(a,) : n € N} C R, beschrédnkt # @ > - o0

Fur jedes € > 0 liegt wenigstens ein Folgenglied im Intervall [a, a + €) gdbe, dann wére a
ein Haufungspunkt, und wir sind fertig. Damit konnen wir annehmen, dass es ein € > 0
gibt, so dass in [a, a + €) endlich viele Folgenglieder liegen. Wahle aus diesen endlich
vielen Folgegliedern das kleinste aus, bezeichne es mit a;.

Betrachte nun die Folge (a,) mit n € N mit (a,) = ans1+1, dannist (a,) = (ans1) ¥V n € N.
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Wiederhole obrige Konstruktion mit (a,) ersetzt durch (a,). Das kleinste Glied dieser Folge
bezeichnen wir mit aps (Anmerkung vom Autor: a4, — Die ,,2“ ist noch eins tiefer
gestellt als ,,n“)

Bilde neue Folge a’n; a’n= Ans(2 + n)

Fahre auf diese Weite iterativ fort. Die so erhaltene Folge a4 hat die folgenden
Eigenschaften:

i (ansk) ist (w)
ii. (ans) ist also Teilfolge einer beschrankten Folge

Nah Satz 4.4.4. ist (a.4) konvergent. Also besitzt (a,) eine konvergente Teilfolge und hat
damit nach 4.5.3. einen Hochpunkt.

4.5.5. Theorem

Jede beschrankte komplexe Folge besitzt einen Haufungspunkt.

Beweis:

Sei (z,) eine beschrankte komplexe Folge, also |z,|< C Vn

Z, = X, + iy, mit (X,), (ya), reelle Folgen, sind auch beschrankt

[%a], 1¥nl <€ V¥ n (da|ReZ| < |z, |ImZ| < |z|).

Nach Theorem 4.5.4. gibt es ni mit X4 — x € R. Betrachte nun die Folge y.s4c. Nach
Theorem 4.5.4. gibt es nw wachsend mit yw — y € R, setzte p1 = ns.

Dann gilt xp# — x und yp#1 — y. Es folgt dann z,4 gegen (x + iy) konvergiert, da
(Zpm = (X +1y)| = |G = x) +1 (Ypr=y) < [Xpm - X| + |ypu-y| <&

VS>0gibtesLmit|xp#1—X|<§,|yp#1—y|<§ VIi=L

4.6. Cauchy - Folge
4.6.1. Definition

Eine Folge (a,) mit n € N heif3t Cauchy - Folge, falls es in jedem € ein N gibt, so dass
d(a,,am)<€EVn m=N

Beachte:
Es genligt dabei jetzt nicht, dass benachbarte Folgenglieder klein werden.

2.B.: (a,) =Vn ist divergente Folge, ist keine Cauchy — Folge, da d(a,, anm) = I\/ﬁ -vm |
divergiert falls n — oo und m = konstant aber d(an1,a,) = | Vn+1-vn| —0
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4.6.2. Satz
Eine reelle Folge ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-Folge ist
Beweis:

=>) Sei (a,) eine reelle Folge mit (a,) — a. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein N mit

d(a,an)<§ Vn>N
=>V m,n2>Ngiltdannd(a,, a,) <d(a,, a)+d(a, a,) <&
<=) Sei (a,) eine Cauchy-Folge, dann 3 N mitd(a,,ay)<1 Vn=N
(Wahle in Definition: E=1und m = N)
= d(a,, ay) < C Vv n € N mit C = max(1, d(ay, an), d(a,, (ay)... d(an.1, an))
Also ist die Folge beschrankt. Nach dem Satz von Balzano — Wiesenstral® besitzt (a,)

einen Haufungspunkt a. Nach 4.5.3. gibt es eine konvergente Teilfolge (a,sx) — a.

Zu gegebenen € > 0 wihlen wir N so, dass d(a, , an) <§ vVm,n>0.

Nach Definition der Cauchy-Folge d(ans , a) <§ V (ni) > N. Nach der Definition

Der Konvergenz der Teilfolge (ans) = d(a,, a) < d(a,, ans) + (s, a) < €

= a,—a o

4.7. Konvergenzsatze
4.7.1. Theorem

Seien (a,), (b,) reelle oder komplexe Folge (a,) — a und (b,) — b

Dann gilt:

i. Ma,) —A-a(firh € RoderC)
ii. a,+b,—a+b
iii. anrb,—a-b

Ist auerdem b # 0 so gilt auch:

iV an_)a
’ bn b
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4.7.1. These
Seien (a,) und (b,) Folgen in R oder C mit (a,) — 0 und (b,) — b. Sei A € R oder C. Dann gilt:

i Aa,— A
ii. an+b,=a+b
iii. an-b,=a-b

Ist auRerdem b # 0 dann:

. an a

V. —_— > —
bn b

Beweis:
Beweis nur iii. (Rest sieche Ubungen): Als konvergente Folgen sind (a,) und (b,)
beschrankt,d.h.3C>0<d
lan], |bn| <CVNEN
Es folgt
|anb,—ab| =
=|anb, - ab, + ab, —ab| < |ay—al-|ba| + [a]-|by—b]| <C([la,—al + |by—b[) — 0
4.8. Reihen

4.8.1. Definition

Eine endliche Summe )7 a,=a;+ a,+as + ... und a, € R (oder C) wird Reihe genannt. Der
Konvergenzbegriff fiir Reihen auf Folgen zuriickgefiihrt werden, indem man die Folge der
Partialsummen

Sn=Xle1@n=a1+ ... +a,
Betrachtet.
4.8.2. Definition

Die Reihe },;”_ ; a; heiRt konvergent, falls die Folge der Partialsumme (s,), e v konvergiert.
Man schreibt },;° ; a;=1lim,, _, o, S,. Die Reihe heiRt konvergent, falls (s,) divergiert.

4.8.3. Beispiel fur eine geometrische Reihe

Wir betrachten fir |z| < 1 die geordnete Reihe ),;—, z". Wir berechnen zunichst die
Partialsumme

Sn=droZ=1+z+22+23+ .. +2"

Betrachten wir nun

sa((1-2)=(Q+z+..+2")-(1-2)=1-2"""
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lzl<1 1-zA(n+1) 1 1
— Sy=—m———=—-——"12
1-z 1-z 1-z

n+1

Die Folge z"* ! ist eine Nullfolge.
Beweis:

Siehe Ubungen

. N . . 1
Die Konvergenzsatze 4.7.1. liefernlim,, _, o Sy = s

Folglich ist die geometrische Reihe konvergentund )7’ ( z" = ;—Z

Viele Ergebnisse fiir Folgen lassen sich unmittelbar auf Reichen Ubertragen.
4.8.4. Satz (Linearkombination konvergente Reihen)

Seien ).o°— ; a, und Y.7°_ ; b, zwei konvergente Reihen und A, u € R (oder C). Dann
konvergiert auch die Reihe Y, 1 (Aa, + ub,) = AXi1 @n + Wpry1 b

Beweis:
Wende die Konvergenzsatze 4.7.1. auf die Folgen der Partialsumme a,.
4.8.5. Satz (Cauchy - Kriterium)

Die reelle Reihe )., — ; a, konvergiert genau dann, wenn es zu jedem € >0 ein N € N gibt, so
dass | YR ak] <EVN2m=N (#)

Beweis:

Bezeichne die Partialsummen mit s, = 2.7 _ ; ax. Nach dem Satz tber Cauchyfolgen ist
die Folge (s») genau dann konvergent, wenn (s,) eine Cauchyfolge ist, d.h. VE>03 N
€N, sodass |sh—Sm| <EVNn=m2=N.

Wegen s, — Sm = X jr=m Ak ist diese Bedingung dquivalent zu (#).
4.8.6. Satz

Eine notwendige (aber nicht kennzeichnende Bedingung fiir die Konvergenz der Reihe
Y= 1 @ ist, dass (a,) eine Nullfolge ist.

Beweis:

Sei ). = 1 @, konvergent. Nach dem Cauchykriterium ist zu jeden € >0 ein N € N, so
dass (an) < €V n 2 N (wdhle man in (#)). Also ist (a,) eine Nullfolge.
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4.8.7. Beispiel

n+1)

i.  Die Reihe X%_,(—1)™" ist divergent, weil die zugehérige Folge ((-1) nen keine

Nullfolge ist
ii. Die sog. Harmonische Reihe ZZ’:l% erfullt die notwendige Bedingung von 4.8.5.

Trotzdem ist die Reihe divergent, denn

sm—sp=ym_ 1=li 1y 4 Llsn Lol
meen T Lk=ng Ty T nrr Y 2n T 2n 2

= Das Cauchy-Kriterium ist verletzt

4.9. Allunierende Reihen, das leihnische Konvergenzkriterium
4.9.1. Definition

Eine Reihe der Form
© (=D)"tay=a;tatazt..
mit a, = 0 heiRt alinierende Reihe
4.9.2. Theorem (leibnisches Konvergenzkriterium)

Ist (a,) eine monoton fallende Nullfolge, dann ist die zugehérige allinische Reihe Yo, (—1)""
la, konvergent.

Beweis:

Ausa —0unda; 2a,. folgta, 20V neEN.
Wir schreiben die Partialsumme in der Form

Sok=(a1—az) +(az—as) + ... + (2k-1—awn)

Sk =a1—(a2—as3) - ... - (azk — A2k +1)
Dann gilt sy, < Sppes UNA Sppen S Spr UNA 0 € S5 < Spppp < A1

Die Folgen (sy)ken Und (Sak+1)ken Sind monoton und beschrankt nach den
Konververgenzsatz 4.4.4.

Wegen |Sys1- Sk | = Sakes — 0 haben (sy) und (sy1) den gleichen Limes s.
=5, —S
4.9.3. Beispiele

Die alliminierende harmonische Reihe

o (D m+1) 101 1
S UL
L1 n 2 3 4

ist nach Theorem 4.9.2. kovergent.
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4.10. Absolut konvergente Reihen
4.10.1. Satz

Die Reihe )5 a, mit a, 2 0 konvergiert genau dann, wenn die Reihe (d.h. die Folge der
Partialsumme) beschrankt ist, also es existiert C>0 mit },7_, a,<CV n€N.

Beweis:
Die Folge der Partialsumme ist monoton wachsend.
4.10.2. Definition

Die (reelle oder komplexe) Reihen ;7 ; a, heiRt absolut konvergent, wenn die Reihe
Y1 |an| konvergiert. Eine konvergente Reihe, die nicht absolut konvergiert, heift bedingt
konvergent.

4.10.3. Beispiel

Die Reihe Y04 ist bedingt konvergent (vgl. 4.8.7. ii.)

=D"(n+1)
n

4.10.4. Satz
Eine absolut konvergente Reihe );,-; a, ist konvergent und es gilt
|Xn=1anl < X5y |al
Beweis:

Verwende die Dreiecksungleichung

|an+ ans1+ oo + Am| < |an] + |@naa] + [3ns2| + oo + |am]

und die Cauchy-Kriterium (Satz 4.8.5.)
4.10.5. Defintion

Eine Reihe )5, ¢, heift Majorante der ).,_; a,, falls es einen Index N € N gilt,

lan] €£c,VNn>N
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Satz (Majorantenkriterium)

Besitzt die Reihe ),,;—; a, eine konvergente Majorante, dann ist sie absolut konvergent.

Beweis:

Bezeichne die Majorante mit },»—, c,. Nehme an, dass |a,| < ¢, V n € N. Bezeichne
auRerdem die Partialsumme mit s, = Y7, |ax| und +, = 2% _; c«. Dann gilt +,—
YreiCk<eoundaus |a,| folgt0<s,<+,<+VneN

Die Folge s, ist also monoton steigend und beschrankt. Nach dem monotonen
Kovergenzsatz kovergiert sie. Also ist die Reihe )., a, absolut konvergent.
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4.10.7. Beispiel

Betrachte die Reihe Yo %

da 21" <1V n € N (Beweise das durch vollstandige Induktion)

Also ist die geometrische Reihe} - zin eine konvergente Majorante. ),o_; z" ist absolut
konvergent falls |z| <1

4.10.8. Satz (Quotientenkriterium)

Sei Yme1 @, eine Reihe mit a, # 0 und es gebe ein gmit0<q< 1 mitN € N, so dass

an+1
an

12 <qvneN  (#)

gilt: Dann ist die Reihe )., a, absolut kovergent.
Beweis:
Fir jedes n =N + p mit p € N erhalt man durch die induktive Anwendung von (#)
lan] <q- lans1l <0*- |an-2| <q” |an]
Also |a,| < q"k mitk:=q™ |an] ER
Damit besitzt );n—; a, die konvergente Majorante Y-, (k-q")
(Weiter die geometrische Majorante)

4.10.9. Beispiel

Betrachte die Reihe X5 :—n

2

n
Also a, = P

#(n+1 +1)2 2" 1 1 1 1 1,1 8
| = DS (1P (145 =5 (P=5<1 fallsnzE

2
Damit ist das Quotientenkriterium fur N = 3 erfullt und Y54 ;—nabsolut konvergent und

CI:;

4.10.10. Satz (Wurzelkriterium)
i. Gibteseing€(0,1)undN €N, so dass i/|a#n| <qV n>N so ist die Reihe Yo, @,

absolut konvergent
ii. Isty/|a#n| 21 fur unendlich viele n, so ist die Reihe X5, a, divergiert
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Beweis:
Siehe Ubungen

4.11. Umordung von Reihen
4.11.1. Definition

Seien Y,;—; a,und Y7, b, Reihen mit Gliedern a, b € C. Wir nennen ;7 b, einen
Unordnung von Y, a, falls es eine bijektive Abbildung 6: N — N gibt, so dass b, = ag(,y V n
EN

6: N — N Abbildung gibt, also ordne jeden n € N eine rationale Zahl 6 (n‘) zu
Injektiv: Fir allen,n“ € N n=n‘gilt6(n) # 6‘(n’)

Surjektiv: Fir alle n € N gibt es ein k € N mit 6(k) = n

Bijektiv: in- und surjektiv

Also: Fir n € N gibt es ein eindeutiges k € N mit 6‘(n‘) = n

1234
3142

6(1)=3,6(2)=1,6(3)=4,6(4)=2
4.11.2. Beispiel

(_:L) ist konvergent. Betrachte die Glieder fiir ungerades n fiir

Die Reiche Yo

X+1<n<2¥-1

k+1

Betrachte also alle n ungerade die im Intervall [2%, 2] liegen.
Ordne der Reihe folgendermalRen um
1112
2 3 4
+(-=-2)+= k=2
1 1, 1
+(-=-—-.. =)+ k=3
9 11 15’ '8
+..
N LS S | )
2k+q 77 2k+1_q " 2kyp
. 1 1 1 1 1 _1
- .- >--——>= >
Esgilt (- ey - - ger g ) Yok ) 25 orpg 25 fallsk23
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Diese Reihe divergiert, weil die Partialsummen nach oben unbeschrankt sind. Konvergierte
Reihen darf man also nicht ohne weiteres umordnen. Fiir absolut konvergente Reihen hat
man also den folgen Unordnungssatz

4.11.3. Satz (Unordnungssatz)

Sei Ym—4 aneine absolut konvergente Reihe. Dann konvergiert auch jede Unordnung und hat
den gleichen Grenzwert

Beweis:

Seia=),-;a,und 6: N — N eine bijektive Abbildung. Sei € >0 wegen der absoluten
Konvergenz 3 ng mit

€
Zlcio=n+1 |an| < E
Daraus folgt
€
|a - Z?I,o:l al’l | = | Zlocozn+1 an | SZ?=n+1 |an | < E

Wahle N so groR, dass {6(1), ..., 6(N)} D {1, ..., n} genau wegen der Bijektivitat gibt es
K1, ... knso € N mit 6(k;) = j. Setze N = max(ky, ... knso) hat die geordnete Eigenschaft.

Dann gilt firallem >N
€
[(XReq asp) —al S | XRhq Gsp - Zheqau | + | Xieiae—a | S 2Ry 1] ad t3< 3

Die ungeordnete Reihe konvergiert also gegen den selben Grenzwert wie die
Ausgangsreihe.

Beweis:

Die ungeordnete Reihe konvergiert auch wieder absolut. Wende dazu den obrigen Satz
auf die Reihe X7 | an | an.

4.11.4. Satz (Cauchy-Produktv von Reihen)

Es seiten Y51 a,und X0, b, zwei absolut konvergente Reihen. Setze

Ch = Xpeo Anbnk = Anby + an1by 1+ ... + asby

Dann ist die Reihe Y57 cn= (250 an)( 25~ bn)

Erklarung:

(ap+a;+a;+as+...) - (bo+bi+bz+bs+..) =a\_ovb_(}) + aob1 + boai + azbo + agbz + ...

Co Cy
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2.9. Satz (Cauchy-Produkt von Reihen)

Es seiten Y51 a,und Yo7 b, zwei absolut konvergente Reihen. Setze
Cn = Dpep Anbnk = @by + an1bpg + ... + a1by

Dann ist die Reihe Yoo €= (Xmeo @n)( 2imeq bn)

Erklarung:

(ap+ar+a,+az+..): (bo + b1+ by +bs+ ) = aobo + agb1 + boa: + azbg + agbz + ...
S

Co C1
Beweis:
cn=Z{akb| k+1= n}
n » n n—~k
Z a;0k—; Z ax Z b;
b" \ k=0 3=0 b" T k=0 =0
bs \ by
b | N\ by -
ag @y a CQy e Gy @ @ -+ @y
Ay={(k, 1) ENx Nmitk+|<N}
Cn=2N_oco=Y{ab mit (k,|) € Ay
AN=YN_,a, Partialsumme von
BN=ZQ=0bn Zan undzbn

AnBy = X{anb, mit0 <k <N, 0 <1< N} = Y{asb, mit (k, 1) € Qn}
Qv={(k,Dmit0<k<N,0<I<N}

AnBy - Cy = X {akby mit (k, 1) € Qn \ An}

Um das abzuschalten, setzen wir

AN = YN0 lanl, Bx'= X0=o |bnl

Daraus folgt, wegen Qu\ Ay € Qu \ Q2

| AxBn — Cn| < X{|an]+|ba| mit (k, 1) € Qn \ Qunyzy} = A" B Ay By
Da ), an und Y, b, absolut konvergieren mit Folgen Ay*und By* kovergent.

Nach dem Konvergenzterm fiir Folgen konvergiert dann auch die Folge Ax*Bn™
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AlsoV €> 03 Ny, so dass |[An"* BN~ A" Bl <KEV N =Ny

limy _, o (AnBn-Cn) =0

Da limy _, o (ANBn) =limy _, o (An) - limpy _,  (Bn) folgt, dass Cy konvergiert und

limy _, & (Cn) limy _, o (An) limy _, o (Bn). Die absolute Konvergenz von ), Cyenthilt man
Unmittelbar indem man das bisher Bewiesene auf die Reihen ); |ay| und }; |bx| anwendet.

2.10. Das Cauchysche Verdichtungskriterium
Frage: Konvergiert die Reihe Z;‘{;Onio( mit oc > 0.

2.10.1. Satz des Cauchyschen Verdichtungskriterium
Sei (an)eine monoton fallende Folge nicht negativer Zahlen, dann konvergiert die Reihe
Ym=1 angenau dann, wenn die kondensierte Reihe
Ym0 ZMazan = a1 + 2az + 4as + 8ag+ ...
konvergiert.
Beweis:
Setze sn = Di_o Ak, tk = Sn = D8 2kazscdann gilt fiir n < 2k die Abschitzung

Sas<air+a+ (33 + a4) + (as +ag+ay+ as) + ...+ (azf\(k.1)_ 1+ ..+ azf\k) >

a#l

> a; +az + 2as + 4ag + ... + 26+D agn = %tk + 2=

Falls s, konvergiert, so ist sy < C, und wegen monotoner Konvergenz konfergiert
tk.

2.10.2. Korollar

Die Reihe )7 nioc konvergiert fiir < = 1 und devergiert fir « < 1.

Beweis:

1 _yo gk—kx _
%= ko 2 =

@

Die sogenannte kondensierte Reihe ist Y5, 2¥

Y0 o207k = 3@ gk ist q = 21-ceine bekannte geometrische Reihe
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2.11. Die Exponentialreihe
2.11.1. Benennung

Satz 2.4.2. iiber Cauchy-Folgen gilt auch fiir komplexe Folgen
Beweis:

Sei (z,) eine komplexe Folge z, = X, + iyn ist xa ReZ und y, ImZ.

d(zn, Zn) = |Zn - Za| =/ (x#n — y#n)? + (x#n — y#n)?

Sei z, eine Cauchy-Folge, also V € > 03 Nmit |z, - Zn| <EV N, m >N

= |Xn— Xm| < Eund |yn - ym| < €

Also sind (xn) und (yn) Cauchy-Folgen. Nach Satz 2.4.2. gilt x, = X, yn —y
Behauptung:
In—x+iy=2z

Beweis:

|Za-2z| =/ (xct#n — )% + (y#n — y)* < [xa - x| + [ya-y| — 0
(%= %] + |yn-YD? = X0 -%x|*+ 2 X0 = X| - [yn = y| + |ya - yI?

> %0 - x|* + |yn-y[* =0

= %0 - x| + |yn-y| = /(e#tn — )2 + (y#n — y)? > 0

oder eleganter:

|Zo = 2] = [Xn-X) +1- (=Y < X=X + i+ (yo = Y)| = [X0 = x| + [ya -]
Wir betrachten nun fiir z € C die Exponentialreihe exp(z) =)n-o 1—7'1

2.11.2. Satz
Die Exponentialreihe ist absolut konvergent.

Beweis:
n

Wir wenden das Quotientenkriterium (Satz 2.8.8.) an mita, = Zn—

a#(n+1)
a#n

ZTL+1 ) l’l _ |Z| <
(n+1)! zn (n+1) — 2

| =

fallsn + 1> 2|z|

Nun ist die Eulesche Zahl e definiert durch:

w 1
e=exp(l) = X0~
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2.11.3. Benennung
: 1
e=lim, _ »(1+ Z)n

nMnm-1) 1 n-(n—-1) 1
— ot et =

n! nk

fo = ﬁ:o(ﬁ)n_lkzl"'n'n_lk"'
=141+ (1D + A= (1-D) (12D (1259
STHI4Z (1D + ot (1 <T+1++..—=s, —e
Umgekehrt ist fiirk = n

fi>1+1+2 () + ot (1m0 (1-D) - (1-5)

(lasse alle weiteren Summanden weg)

k — oo 1

—>1+1+—+...+$=sn

2!
Insgesamt s, < fk<e=1lim, , ,(sn) fallsk=n
Sei € >0,das, — egibtesNmit|e-s, <EVn=N
=e-E<fk<eVk=N
Da € beliebig gewahlt werden kann, folgt fx — e

2.11.4. Theorem

i. exp(z) =exp(z)
ii. exp(z1) - exp(zz) = exp(z1 + z2)

Beweis:
. n  zF n zZ& ... .
i. k=077 = Yk=o o (z ist iiberstrichen) = exp(z) = exp(z)

ii. ~ Wende die Cauchysche Produktformel an:

TH1

exp(zr) = Zitp o
z#2

exp(z2) = Zitp o

n zk#1 kg __ (z#1+z#2)"
k=0 k1 (m-k) n!

Cn = ZZ‘:O akbl’l—k=

Nach Satz 2.9.4.ist X3 cn = (Xp=o an) - Qx=o bn) = exp(z1)- exp(z2)
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Wir stellen einige Folgerungen zusammen:

1
a) exp(z) #0 vV z € Cund o exp(-z)

Nach Theorem 2.11.4. ii. wissen wir, dass exp(z) - exp(-z) = exp(0) = 2;?:0%: 1

Also o exp(-z)

exp(z) =1+ 2+ + ..

2

exp(0) =1 +%+%+ =1
b) exp(n) =er=e-e-e- .. emitn € N folgt aus Theorem 2.11.4.

n - Faktoren




