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3.2 Stetige Funktionen
3.2.1 Definition

Sei D C R (oder C) und f : D — R (oder C) eine Funktion. Die Funktion f heift stetig in
xo € D, falls es zu jedem € > 0 ein ¢ > 0 gibt, so dass

|f(x) — f(zo)] <eVaeDmit |z —xo <6

|z —y| = d(z,y)

B.(xg) ={z € D :d(z,y) <e}

D f(D)

‘ (Bs(x0))

Be(f(0))

Bs(xO)

Ve>030>0mit f(B:(x)) C B(f(20))
f heifit stetig, falls f in jedem z € D stetig ist.

3.2.2 Beispiel

Die Funktion f(z) = 2? mit D = R mit stetig.

Sei: ¢ > 0und 2o € R

|f () = f(zo)| = |2* — @] = |z — x| - |2 — wo| < 6(2fao| +1) <
Wiéhle § = min(1

2|x |+1 2|l’0’+1 =&

’ 2|m0|+1)
3.2.3 Beispiel
Die Exponentialfunktion ist stetig.

i) Wir wollen zunéchst zeigen, dass exp(z) um xy = 0 stetig ist.
o T 3;2
exp(:v)—exp(O):Zu!z —1—24: =z(l+5+5+...)

[exp(z) = exp(0)] < Jaf - (145 + ()7 4+ (D)
Nehme an, |z| < 1



= | exp(z) — exp(0)] < |l < 2]
Sei € > 0, wihle 0 = min(1, 5)
— |exp(z) —exp(0)| <26 < 2e <¢
ii) Die Stetigkeit bei 2y = 0 folgt mit Hilfe der Funktionalgleichung:
| exp(z)—exp(xo)| = | exp(xo)(exp(x—x9)—1)| < | exp(zo)|-2|z—z0| (falls [x—z0| < 1)

Sei & > 0. Wiihle § = min(1, 3Z)

3.2.4 Satz
Eine Funktion f : D +— R ist in z( stetig genau dann, wenn fiir jede Folge (x,)neny mit
x, € D und z,, — x auch die Folge (f(z,))nen konvergent.
Beweis
i) Hinrichtung (=):
Sei f stetig d.h.

Ve>036>0mit |z —xo] <d = |f(x) — flzo)] <€ (%)

Sei xy € D eine Folge mit x,, — x¢, d.h.

V§>03Nmit |z, —xo| <IVn>N (+)

Sei € > 0. Wihle § > 0, so dass (x) gilt und anschlieBend N, so dass (+) gilt.
— [f(zn) = f(zo)| <eVn=N

ii) Riickrichtung («):
Nehme an, dass f in x( nicht stetig ist. Dann gibt es ein ¢ > 0 und |f(x,)— f(x0)| > €

— x, — Xo, aber f(x,) konvergiert nicht gegen f(z¢). Ein Widerspruch.

3.2.5 Definition

Man schreibt fiir zg € D : lim f(z) = ¢

D > x — x falls es fiir jede Folge (z,) mit z, € D mit z,, — x, gilt ILm flz,) =c
Wir kénnen dann schreiben o

f in zg stetig < Dalirrgoof(a:) = lim f(zo)



3.3 Zwischenwertsatz und Umkehrfunktion
3.3.1 Satz (Zwischenwertsatz)

Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion.
Dann gibt es in jedem Wert ¢ zwischen f(a) und f(b) (also f(a) < ¢ < f(b) oder f(b) <
¢ < f(a)) eine Stelle € € [a, b] mit f(§) =c

Beachte reelle Funktionen

Beweis: (E f(a) < f(b) (somit ersetze f durch —f und ¢ durch —¢; falls f(a) = f(b) ist
wéhle £ = a)

AuBerdem konnen wir annehmen, dass f(a) < ¢ < f(b)

Betrachte die Menge M ={z:a <z <bA f(x) > ¢}

Da f(a) > cist M nicht leer, auflerdem ist sie offensichtlich beschrénkt.
Wir setzen £ = inf M

Darum gibt es eine Folge (z,) mit z, € M und z,, = = := ¢

Da f stetig ist, folgt f(z,) — f(z)

= f(z) > ¢ ((E nach Vorr. von M)

Wire f(x) > ¢, dann gébe es wegen der Stetigkeit von y

B.(f(xp)) mit a <y <z und f(y) > ¢

—> y € M. Damit wére z = ¢ nicht das Infimum von M.

3.3.2 Beispiel

Jedes ungerade reelle Polynom f(z) = ag + a1z + - - - + agur®* + ag 1 2% mit k € N und
a; € R besitzt wenigstens eine reelle Nullstelle.

Beweis: Das Polynom ist stetig (im Prinzip so wie bei f(z) = 2? oder eleganter spéter)

und lim = +o0 oder Foo
z—=+o00

(Schreibweise ih_)rgo f(z) = oo bedeutet: Fiir jede Folge (x,,) mit 2, — oo gilt f(z,) — +oo,
x, — 0o bedeutet Vk>03 N mit z, >kVn>N)

Genauer: f(x) = 2% (ageq + 22 4+ 2252 - 4 05 ) also Ik mit [(agper +...)| >
Hagks| > 0 = |f(2)] > |2/** - L|agrs1] = oo und hat das gleiche Vorzeichen wie

A2k+1
Also gibt es a,b € R mit f(a) > 0 und f(b) < 0. Wende nun den Zwischenwertsatz an.
3.3.3 Satz (Stetigkeit der Umkehrfunktion)

Sei f : [a,b] — R stetig und injektiv mit Wertebereich W C R = f([a,b]). Dann ist
f=1: W/a, b] ebenfalls stetig.



Beweis: Sei y € W. Wir miissen zeigen, dass fiir jede Folge (y,) mit y, € W und
n—oo . .
yn, — y auch die Folge f(y,) konvergiert.
Sei z, = f~!(y,). Nehme umgekehrt an, dass (x,) nicht konvergent ist. Da x, € [a,b]
wissen wir nach Bolzano-Weierstra8, dass x,, einen HP besitzt. Da (x,) nicht konvergiert,
gibt es wenigstens zwei HP. Dabei konnen wir eine Teilfolge (z,,) wéhlen, so dass
Ty = 2 7Y =1y
Da f stetig ist, konvergiert dann auch die Folge f(x,,) — f(2)
Da z # x nach f injektiv folgt f(2) # f(x) =y
Also lim y,, = lim f(z,,) #y
k—o0 k—o0

Andererseits ist lim y, = y und somit auch lim y,, = y. Dies ist ein Widerspruch.
n—oo n—oo

3.3.4 Definition

Unter einem uneigentlichen Intervall versteht man eine der Mengen (a, ), [a, ), (—o0, b),
(—00,b] mit a,b € R oder (—o0,00) =R

Wir nennen [ ein verallgemeinertes Intervall, wenn es ein Intervall oder ein uneigentliches
Intervall ist.

z.B. (a,00) ={r € R,a <z < o0}

3.3.5 Definition
Eine Funktion f: D C R — R heifit

monoton wachsend falls f(x) < f(y)
streng monoton wachsend falls f(z) < f(y)
monoton fallend falls f(x) > f(y)
streng monoton fallend falls f(x) > f(y)

fiir alle z,y € D mit x < y
Jede streng monotone Funktion ist injektiv, denn ist x # 0 (z,y € D) = = < y oder

y<zx = f(x) < f(y) oder f(y) < f(z) = f(z) # f(y), also ist f injektiv.
3.3.6 Satz

Eine stetige, streng monotone Funktion f: I — R auf einem verallgemeinerten Intervall 1
bedeutet eine stetige und monotone Umkehrfunktion g = f~1: I* — R auf dem verallge-
meinerten Intervall [* = f(I)

Beweis



i) Sei zunéchst I = [a, b] ein abgeschlossenes Intervall. Da f injektiv ist, besitzt f nach
Satz 3.3.3 eine stetige, inverse f~1: f([a,b]) — R

Nach dem Zwischenwertsatz ist f([a,b]) = I* ein Intervall, dessen Endpunkte wegen
der Monotonie gerade f(a) und f(b) sind.

Y

ii) Sei nun I ein verallgemeinertes Intervall.
Setze [* = f(I) C R und bilde ¢ := inf I*, n := sup I*
Da f streng monoton ist, (, n € RU {—o0, +oo} ist ( < n
(Wir schlieBen den trivialen Fall I = [a, a] aus)
Wihle Folgen o, 8 € Rmit ( < o; < 8; <npund o;j — ¢, 5; = 1
und (a;) monoton fallende, (f;) monoton steigende Folge.

(Kurznotation: a; \ ¢, 8; /' 1)
Wiéhle Punkte a;, b; € R mit

a; = f(a;),B; = f(b;) falls f monoton steigend
a; = f(b),8; = f(a;) falls f monoton fallend

Dann ist a; < b; mit f([a;,b;]) = [oy, 5;] nach Zwischenwertsatz.
Da f streng monoton und daher injektiv ist, gibt es Inverse f~': I* s [

Da die Stetigkeit eine lokale Eigenschaft ist, folgt, dass f~! stetig ist.



HV

f(b;)
y | /
f(aj) |
(¢)
a; x b;

Seixzel,y=f(z)el”

Da a; N\ inf I*, 5; / sup I* gibt es ein j, so dass

j € (a;,8;) = = € (a;,b;)

Argumentiere jetzt mit der Einschrankung inf[a;, b;]
h'= flia,s,1: laj,b5] = [ay, Bj] und h™" [ay, Bj] = [aj, bj]
ist nach Satz 3.3.3 stetig.

Aber: Ve >036§>0so dass h"}(Bs(y) C B.(2))

Wenn wir ¢, ¢ so klein wéhlen, dass B.(z) C [a;,b;] und B;s(y) C [ay, 5;] so gilt auch
f_l(Bé(y) - Ba(mn

3.3.7 Satz (natiirlicher Logarithmus)

reR, x>0

Die Exponentialfunktion exp: R — R* besitzt eine stetige Inverse log: RT — R, den
natiirlichen Logarithmus.

Es gilt die Funktionalgleichung

log(z,y) = log(z) +log(y) Vaz,y€R"



Beweis

i) exp ist streng monoton steigende

Fiir ¢ > 0 gilt: exp( =7 C”:1+C+%+...>1

n=0 n!
Sei nun x < y
=¢

= exp(z) — exp(y) = exp(x) (1 — exE)r(m)J) <0

ii) Fiir alle n € N gilt:

n—oo

exp(n) =1+n+2 +24+...>14+n "2
exp(—n) = =i < 1L %4 g
Es folgt, dass exp(R) = (0,00) = R

Nach Satz 3.3.6 gibt es eine stetige Inverse log: RT — R

iii) exp(z)-exp(y) = exp(z +y)
= log(exp(z) - exp(y)) = log(exp(z +y)) = = +y
—— N —

=u

u=-exp(z) v= ex_p(y) = x = log(u) y = log(v)
= log(u, v) = log(u) + log(v)

Mit Hilfe des Logarithmus kann man die allgemeine Potenz einfiihren.
1% = (e°8%)* = 1087 = oxp(a - log x)
(formale Rechnung mit Potenzgesetzen aus der Schule)

3.3.8 Definition (allgemeine Potenz)

Fir 2 > 0 und o € R setzt man

% = exp(a - log )



Hieraus folgen die Potenzgesetze

x =exp(0-logx) =exp(0) =1

x =exp(l-logx) = exp(logz) =z
= exp(a -loge) = exp(a)

D
@

=exp(l) = loge =log(exp(1)) =1

= exp(a-logz + B -logz) = exp((a + B) - logx) = 2>

—~
8
Q
~—
=
@

(
(
(
- 1% =exp(a-logx) - exp(B-logx)
(
= exp(f - log(z®)) = exp(f - log(exp(a - log 7)))
=exp(B-a-logz) = 2P

e = x%, denn (x%)” — gt =g =g

4 Differentierbare Funktionen einer reellen Variable

Im folgenden: I C R: verallgemeinertes Intervall

4.0.1 Definition

Eine Funktion f: I — R (oder C) heiit differentierbar an der Stelle z, € I, falls der
Grenzwert

tim LD =0 _ e e 1 fao)

T—x0 T — ,CL’O
existiert. f ist differentierbar, falls f an jeder Stelle zy € I differentierbar ist.
andere Notation: f, Df, I (z)

) dx

)
A




Hohere Ableitungen: (') = f", ", f", ..., f™, LL(x)

7 dxn

4.0.2 Satz

Eine Funktion f: I — R (oder C) ist in zy € I genau dann differentierbar, wenn es eine
Konstante ¢ € R (oder C) gibt, so dass f(x) = f(xo) + c(z — z0) + ¢(2) (xel),
wobei f eine Funktion ist mit

lim M =0 (also ¢(zg) = 0 und ¢'(xy) = 0)
2;’;8 T — Xo

Landau-Symbole:
f(z) = O(x) falls |f(z)| < clz| Vx € B(0)

=)

X

f(z) = o(x) falls Am =0

TF#xo
also f(z) = f(xo) + c(x — x) + o(x — x0)

Beweis:
i) Hinrichtung (=):
Sei f in xq differenzierbar, setze ¢ := f’(x). Definiere ¢ durch

o(x) = f(x) = f(x0) — c(x — 20)

= f(z) = f(xo) + c(x — x9) + ¢(x) gewiinschte Darstellung

@) _ flx)=f(zo)
e =T :):00 — ¢ (falls = # zy)

—f/(zg)=c
To # T — T

ii) Riickrichtung (<):
Nehme an, f habe die Darstellung

f(x) = f(xo) + ez — o) + ()

@ =S, )
r — X9 r — T
— lim f(fp)—f(%:c
T @

Also ist f in xq differentierbar und f'(zg) = c.

11



4.0.3 Korollar

Ist f in z( differentierbar so ist f in xg stetig.

Beweis
lim f(z) = lim (f(xo) +c(r —x9) = 0+ go(:v))
T—TQ N’

T—T0

p(z)

lim p(x) = lim (z—29) =0
T—T0 T—TQ — \ /
T#x0 TF£x0 - Lo =0

—0

Erinnerung: lim f(x) = f(zo) bedeutet: ¥V Folge z,, mit x, — zo gilt f(z,) = f(xo)

4.0.4 Satz (Rechenregeln)
Mit f, g: I — R (oder C) und auch f + g, f - ¢ und (falls g(z¢) # 0) auch ﬁ in z

differentierbar, und es gilt:
i) (f +9)(x0) = f'(20) + g'(20)
i) (f-9)(x0) = f'(x0) - g(xo) + f(20) - g'(20)

/ (x 20)— f(x e
i) (£)" (a0) = Llzaltan)=teold o)

Beweis:

i)
(f+9)@) = (f+9)(x) _ (f(2) +9(x)) = (f(x0) + g(0))

T — Xo T — Xg

o f(z) — f(xo) 4 9(7) — g(w0) w0 (

T — X T — X T#T0

o) + g’ (o)

ii)

f'(zo)g(zo) — £($o)9’($o) AC) - f (o) o(x) + 9(x) :g(%)f(xo)
g(xo) T — I <~ _ r—1
e ' (w0)

da g als differentierbare Funktion in z( stetig ist.

25 [ (w0)g(wo) + f(20)g (w0)

rH#x0

12



iii) g(zo) # 0 nach Voraussetzung. Auflerdem ist g als differentierbare Funktion in x
stetig = Ve >030>0mit |g(z) —g(xo)| <eV |z —a| <6

Wiihle ¢ = gl (;co)l

9(z0)

= [g(z)] > |F52| # 0V |z — 20| < 0.

l9@o)] _ lg(ao)|
2 2

l9(x)| = lg(x) —g(x0) + g(x0)| = [g(wo)| —lg(x) — g(x0)| > [g(z0)| -
Nachtrag f: [ — I* streng monoton und == f~!: I* — I auch streng monoton

Beweis (E f streng monoton steigend

also 71 < xy = f(x1) < f(x2)

Sei nun y1,ys € I* mit y; < yo

Setze 1 = f~ (y1) und o = [ (y2)

Falls x1 = o = y1 = f(x1) = f(x2) = y. ein Widerspruch
Falls 21 > xo = y1 = f(21) > f(x2) = y. ein Widerspruch
— 11 < 15 also f~! streng monoton.

(1><xo>zhm ! (gl B 1):hm L g o)

T—rT0 €T — :EO

g G () g(xo) ﬁzggg(fv) 'Vg(fl?o)\ i 9(wo)?
ey R

/
<§> (o) = (f : é) (o), wende jetzt Produktregel an.

4.0.5 Beispiele

i) f(z) =g, f'(zo) = lim £=3¢ =1

TH#x0
ii) f(z) = 2™ ist nach Produktregel auch differentierbar
(2?) = (z-2) =20+ 22’ =22
f(wo) =mn-ap™!

(Bemerkung: Jedes Polynom ist differentierbar und damit insbesondere stetig.)

13



i) f(z) = L
f'(z) = == (Quotientenregel mit f =1, g(x) = )

iv) f(x) = exp(z)

o0 n

expla) = Y =

n=0

Berechne die Ableitung am Ursprung (z # 0)

exp(z) —exp(0)  lx=z" ~s=z"!' 1 z 2?
x _xnz_:ln' —~ nl 1! +2!+3'+
=1
exp(z) — exp(0 1 x x|?
o) —exp(0) | o Ll B
x 2! 3! 4!
R I
S b o
el lal®
Slef (1454 B8+ ) = Jal - expa])
Wir konnen jetzt den limes z — 0, x # 0 bilden.
— 0
lim | S2) = exp(0) 1‘ —0-1=0
x—0 €T
#£0
= lim M =1, also exp’(0) = 1
20
An allgemeiner Stelle xy verwende Funktionalgleichung
d — — — 0
4 xp(an) = lim exp(x) —exp(zo) _ 1 exp(a0) - exp(z — xp) — exp(0)
dx vz T — X v T — X

= exp(o) exp’(0) = exp(zo)

also exp’(z) = exp(x)

4.0.6 Satz (Ableitung der Umkehrfunktion)

Sei f: I — R streng monoton in z, differentierbar mit f’(x) # 0.

Dann ist die Umkehrfunktion f~'(x) in yo = f(z0) differentierbar und (f~1)(yo) = m

14



Beweis Zu zeigen: ylg{}o p=— = Flz0)
y =)

Y#Yo
Sei (y,) eine beliebige Folge mit y,, # vo, yo € I* und y, nooo
Sei 2, = f~'(yn) Folge in I
Da f~! stetig ist, ist x,, auch konvergent. x,, — xo = f~!(yo)

f_l(yn) B .f_l(yﬂ) _ Tn — Lo _ 1
Yn — Yo f($n) - f(iﬂo) f(xn) — f(xO)
T —x,
—=25 7 (20)

da x, — z¢ und f in x( differentierbar
Da f~1(xg) # 0 nach Voraussetzung, folgt nach den Konvergenzsiitzen fiir Folgen, dass

F ym) — f (o) 1

lim —
n—00 Yn — Yo f'(0)

Da (y,) beliebig ist, folgt

1

(fi )l(yO) = f/(alo)

4.0.7 Beispiel

f(z) = exp(z)
exp: R—»RY z+—y=¢" log: R —» R y+— 2z =log(y)

/ _ 1 — 1 — 1
log (y()) T exp/(z0)  exp(zo) | ¥o 1

also ist log R™ — R differentierbar und log'(y) = ;

4.0.8 Satz (Kettenregel)

Seien I, I* zwei verallgemeinerte Intervalle und seien f: I — R und g: I* — R zwei
Funktionen mit f(I) C I*. Setze man voraus, dass f in g € D und g in yo = f(xg) € I*
differentierbar ist. Dann ist die Komposition h := go f I — R in x( differentierbar und
o / T — / . f! €T
(go f)(zo) = g'( y(o)) f' (o)
=/ (xo

15



Beweis: Definiere g* : I* — R

9W=9wo) .15 Y # Yo
g =9 7"
9 (vo) falls y = o
Da g differentierbar ist, gilt
. g\y)— gy
Jim 9) = 9lwo) )_ (3o) = 9'(%0)
Y7Yo y— Y

Also ist lim ¢*(y) = g*(yo)
Y—Yo
Somit ist ¢g* an der Stelle yq stetig. Fiir z = z( gilt

(go f)x) = (g0 f)lxo) _ 9(f(x)) —g(f(x0)) _ 9(f(x)) —g(f(x0)) f(x)— f(xo)

T — Zo T — Zo f(x) = f(xo) T — Zo
=gy - L)
Falls f(z) = f(xzo) gilt die Gleichung (da f als differentierbare Funktion in z, stetig ist)
—f(z)=yo
we =0 D) _ o 7y ) A gy v s e

ebenfalls ylg{}o g(y;:f/(()yo) da g* stetig ist — f’(x¢) da f in x differentierbar

Y#Yo

= 9" (o) f'(x0) = 9'(y0) f' (0)

4.0.9 Definition

C°(I,R): Menge der stetigen Funktionen von I nach R = {f : I — R stetig }

C®(I,R): Menge der k-mal stetig differentierbaren Funktion = {f : I s R|f’... f®
existieren und [’ stetig, [ — 0, —k}

C>®(I,R): Menge der glatten Funktion = {f : D — R : f® existiert und ist stetig

Vke NQ}
Die Mengen sind sogar Vektorrdume:
(f +9)(x) = f(x) + g(x) Addition
(Af)(x) = Af(x) Skalarmultiplikation

f(z) =0V zist “0” in dem Vektorraum
Funktionenraum: Vektorraum, Vektoren und Funktionen unendlich dimensional

16



4.1 Lokale Extrema, der Mittelwertsatz
4.1.1 Definition

Eine Funktion f: [ + R hat in 2y € I ein lokales Maximum (Minimum) falls es ein € > 0
gibt, so dass f(xg) > f(z) (bzw. f(x¢) < f(z)) VYV € B(zg) NI
x heifit innerer Punkt, falls es ein € > 0 gibt, so dass B.(zg) C I
Entsprechend z( striktes lokales Maximum (Minimum) falls zy lokales Maximum und

f(xo) > f(x) Vo € Be(wo) N I, x # x
4.1.2 Satz
Besitzt f ein lokales Maximum (oder Minimum) an einem inneren Punkt xy und ist f an

der Stelle z, differentierbar so ist f'(zg) =0

Beweis: Sei xy € [ ein lokales Maximum, f in x( differentierbar und x, innerer Punkt.
Dann gibt es € > 0, so dass B.(zo) C [ und

M{zo falls = <

T — Tg <0 falls x> zg

Bilde nun links- und rechtsseitigen Limes (existieren, da f differentierbar)
= f'(29) > 0 und f'(x¢) <0
= f'(x9) =0

Die Bedingung f’(x¢) = 0 ist notwendig, aber nicht hinreichend fiir lokales Extremum

0.5+

'(0)=0

x = 0 ist sog. loritisches Produkt (also f’(0) = 0) aber kein lokaler Extrempunkt.
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4.1.3 Satz (Rolle)

Sei a < b und f : [a,b] — R eine stetige Funktion die auf (a,b) differentierbar ist und

fa) = f(b) gilt.
Dann gibt es ein £ € (a,b) mit f'(§) =0

Beweis: Falls f konstant ist, ist f' = 0, also nichts zu beweisen.

Dann gibt es ein € € (a,b) wo f sein absolutes Maximum (oder Minimum) annimmt. Denn:
W := f([a,b]) Wertebereich

Sei M = sup W. Es gibt dann y,, € W mit y,, —— M

Es gibt z, € [a,b] mit y, = f(x,)

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf3 besitzt ein z, einen HP x, also eine Teilfolge
T, LimiN To

Da f stetig ist, gilt

F(xo) = lim f(2n,) = lim g — M
k—o0

k—ro0
— f(x9) = M € R Das Supremum wird also angenommen, also gibt es ein xy absolutes
Maximum und f(xg) = M
Da f nicht konstant ist, gibt es ein 2 € (a,b) mit f(z¢) > f(a) = f(b) oder f(zo) < f(a)
Dann ist das absolute Maximum (bzw. Minimum) von f angenommen in einem Punkt
§(a,b) da f(§) = f(zo) > fa) = f(b) also & # a,b
Nach Satz 4.1.2 ist dann f(£) =0

4.1.4 These (Mittelwertsatz)

Sei a < b, f: [a,b] — R eine stetige Funktion, die in (a,b) differentierbar ist. Dann gibt es
ein ¢ € (a,b), so dass

f(b) = f(a)

(3

Beweis: Wir fiihren eine Hilfsfunktion F : [a,b] — R ein

Fw) = f) - T2
F ist stetig auf [a, b] und
F(a) = f(a) - =IO, ) = pia)
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F(6) = 1) - PO T 0y = p0) — £6) - (@) = £

— F(a) = F(b) Nach dem Satz von Rolle gibt es £ € (a,b) mit F'(§) =0

g = 10110

4.1.5 Korollar

Sei f : [a,b] — R stetig und in [a, b] differentierbar. Fiir die Ableitungen gelte:

m < f(§) <M Y€ (ab)
Dann gilt fiir alle z, y € [a, b] mit x < y die Ungleichung in (y—=z) < f(y)—f(z) < M(y—=x)
Beweis: Betrachte f ‘[x J Nach Mittelwertsatz gibt es £ € (z,y) mit

MW= — ) - 60 = 1O - o

m(y —z) < f(§)(y—z) < M(y — )

f1(€) =

O

Die Aussage ist fiir komplexartige Funktionen (oder vergleichswertige Funktionen) i.a.
falsch. Man hat immer noch

|f(y) — f(z)] < rﬁfﬁc!flly — 7

4.1.6 Korollar

Sei ¢ € R eine Konstante und f : R — R eine differentierbare Funktion mit
f'(x) =c- f(x) ¥V z € R (Differentialgleichung, enthélt f und ihre Ableitungen)
Dann ist

flx)=f(0)-e*VzeR (%)

[in Worten: Fiir gegebene “Anfangswerte” f(b) besitzt die Differentialgleichung eine ein-
deutige Losung (x)]
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Beweis: Betrachte die Funktion F'(z) = f(x)e™*

— Fl(z) = f'(z)e™ + f(z)(e™) = (c- f(z)) - e + flz)(e™(—=c)) = 0
Aus F'(z) = 0 folgt nach obrigen Spezialfall, dass F' konstant ist, also
flx)e* =k eR

f(x)ek, f(0) = ek =R, also K = f(0)

4.1.7 Korollar

Sei f € C'(I,R) mit f'(z) > 0 (bzw. > 0) fur alle z € I (I wieder verallgemeinertes
Intervall)
Dann ist f monoton steigend (bzw. strent monoton steigend)

Beweis: Sei x < y. Nach Mittelwertsatz gibt es ein £ € (x,y) mit

fly) = flx)= f(§) (y—x) >0
~ —\—

>0 >0
bzw. >0

Also ist f monoton steigend bzw. streng monoton steigend.

4.2 'Trigonometrische Funktionen

Wir wissen schon:

—e €it — eztezt — ezte—zt — 60 =1

4.2.1 Lemma

Die Funktion ¢ : R — C ist glatt (vor der C*) ¢ — ¢ und l6st die Differentialgleichung

mit Anfangswert ¢(0) = 1
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Beweis: e’ = i (Kettenregel) also So(t) = ig(t)

Also ist ¢(t) differentierbar und folglich auch stetig. Die hoheren Ableitungen kann man
induktiv bezeichnen ¢ = it¢
Also ist ¢ beliebig oft differentierbar und alle Ableitungen auch stetig = ¢ € C°

O
deit = jet — Re(ie™) = Re(de™) = L Re(e™), denn:
Re ieit  Re et — eit’ _ Ree® — Re eit’
dt t—t t—t
4.2.2 Satz (Rechenregeln)
sin(—a) = —sina
cos(—a) — _ cosa } Symmetrieeigenschaften
sin(a + B) = sinacos 3 + cosasin 3
cos(a + f) = cosacos B — sinasin 3 Additionstheoreme
dsin(t) = cos(t) it e
. : . :
% COS(t) — _ sm(t) } 1Iferentialgleichungen
sin?(t) + cos?(t) =1
Beweis: ¢ = cost + isint, konjugiere komplex:
¢! =cost —isint e " =sin(—t) + i cos(—t) (cost = cos(—t) und sint = sin(—t))
ei(a—f—ﬁ) — eiozeiﬁ
cos(a+ ) +isin(a + ) = (cosa + isina)(cos B + isin [3)
= (cosacos f — sinasin B) + i(sin o cos § + cos asin 3)
d d ‘ d | , :
T cost = T Re(e”) = Re <ae’t) = Re(ie") = —Im(e") = —sint
d d , d . , ,
T sint = I Im(e") = Im (aen) = Im(ie") = Re(e") = cost
1 =" =e"e ™ = (cost +isint)(cost —isint) = cos®t + sin® ¢
O
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4.2.3 Lemma

Es gibt eine Zahl 7 > 0, so dass sinm =0, sint >0V 0<t<m

o

sin <§> =1

Die Funktion cost ist monoton fallend auf [0, 7], erfiillt cosO = 1, cos 5 = 0, cosm = —1
und bildet das Intervall [0, 7] bijektiv auf [—1, 1] ab.

1.5+

cos(x)

0.5+

sin(x) sin(x)>0

sin(x) <0

-0.5

Beweis: Da cos0 = Re(e?®) = Re(e?) = 1 gibt es wegen des Integral der cos-Funktion
ein § > 0 mit cost > 0 auf [0,0]. Da sint = cost > 0 auf [0,0] ist sin¢ auf [0, 0] streng
monoton steigend, also sint >0V 0 <t<§

Behauptung: 3¢, > § mit sin(¢y) =0

Beweis: Ansonsten wie (nach dem Zwischenwertsatz) sint >0V ¢ >0

Da cos'(t) = —sin(t) < 0 wie cos(t) monoton fallend auf [0, 0o]

Da cos?(t) + sin®(t) = 1 = cos?(t) < 1, also cos(t) € [—1,1]

[Behauptung: Fir jede noch monoton beschrinkte, monoton fallende Funktion f(x) ezistiert
tlgglo f(t) Y t, mit t, — oo

Beweis: Konvergenz t — oo bedeutet konvergent y,, = f(t,). yn hat dann einen HP.]

Beweis: 1tlim f(t,) existiert bedeutet, dass V Folgen (¢,) mit ¢,, — oo die Folge tlirn f(tn)
—00 —00

existiert.
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Also zu zeigen: Gegeben (t,,) mit t,, — oo gilt:

f(t,) ist konvergent y,, := f(t,)

reelle Folge

f ist nach Vereinbarung beschrénkt |f(¢)] <c V¢
Damit ist (y,) auch beschrankt (denn |y,| < ¢)

Nach Bolzano-Weierstrafl besitzt (y,) einen HP y. Es bleibt zu zeigen, dass es nur einen
HP gibt.

Seien y, y HP, also y,, — v und y,,, = y

VedNmit |y —yn|<eVE>N

Y—yn| <eVk>Nundt, — o

Wahle t,, > t,, = yn, < Yn, (da f monoton fallend)
Y—e<Yn <yn <yte = y<y+2

Vertausche Zahlen von y und 3: y <y + 2¢

Da ¢ > 0 beliebig ist, folgt y =¥y

1 = —1 <y <
tliglo cos(t) = yn, 1<y<i1

Wiére y = —1 so gébe es R > 0, so dass cost < —% Vt<R
Nach dem Mittelwertsatz gibt es dann V ¢ > R ein £ € (R, t), so dass:

sin(t) — cos(R) = cos(§)(t — R)

sin(t) < sin(R) — %(t _R)

Fiir geniigend grofles ¢ wie dann sin(t) < —1, im Widerspruch zu sin®(t) + cos?(t) = 1
Wie andererseits 4 > —1, so folgt wegen sin?(t) + cos?(t) = 1 und 1 > cos(t) > p > —1
= cos?(t) < 1 dass es ein ¢ > 0 gibt mit

sin(t) > o Vit>R

= cos(t) — cos(R) = —sin(¢)(t — R) < —o(t — R)

cos(t) — cos(R) — o(t — R), also cos(t) < —1 fiir geniigend grofles ¢, ein Widerspruch.
Also gibt es ein ¢y > 0 mit sin(ty) = 0. Betrachte das Infimum dieser Zahlen mit 7. Wegen
der Stetigkeit ist dann sin7m = 0 und sin(¢) > 0 auf (0, 7)

AuBlerdem wissen wir, dass ™ > o
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Beweis: (Fortsetzung)

i)

ii)

iii)

iv)

sin0=0, cos0=1dae®=e’=1 (%)

cost auf [0, 7] streng monoton fallend:
Sei t1, to € [0, 7] mit t; < to
costy — costy = cos'(§)(t2 — 1) fiir £ € (0, 7) nach Mittelwertsatz
= —sin(é) (ta —t1) <0

—— ——r

>0 >0

also cos(t) auf [0, 7] streng monoton fallend.
cosm = —1
sinT = 0 nach (x) = cos?7 =1—sin®7T =1 = cosm = £1.
Da cos0 = 1 und cost streng monoton fallend auf [0, 7| folgt cosm < 1.

— cosm = —1

cost : [0, 7] — [—1, 1] ist bijektiv
Injektiv: Sei ¢, ¢’ € [0, 7] und ¢ # t’. Nach strengv Monotonie ist damit cost # cost’.
Surjektiv: cos(0) = 1, cosm = —1

Sei 7 € [—1,1]. Nach Zwischenwertsatz gibt es ein ¢ € [0, 7] mit cost = 7.

sin? =1,cos 5 = 0:

—1 = cosm = cos (% + g) = cos? (%) — sinQ(g) =(1- sinz(g) — sinz(g)

= sin’(3) =1 = sin(3) =1 (dasint >0V ¢ € (0,7) nach (x))

cos?(3) =1—sin*(2) =0 =>cosZ =0

4.2.4 Lemma

Die Funktionen cost und sint sind periodisch mit Periode 27, d.h. cos(t + 2m) = cos(t),
sin(t +27) =sin(t) Vi € R
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Beweis: cos 271 = cos(m + ) = cos? 7w —sin’ 7 = 1

sin27 = 2sinmcosm = ()
Es folgt

—1 =0
cos(t 4 2m) = cost cos 2 —sint sin 2w = cost
-1 =0

sin(t + 2m) = sint cos 2w — cost sin 27 = sint

¢ cos(t)

cos(x) ™
sin(t)

0.5

o

0.5

Abbildung 1: Kreisbahn (da |e*| = 1)

Bemerkungen: Reihendarstellungen

i N~ )" it (i) (it)?
€ _Z n! _\1,_/_{' i + ol + 30 —+ ...
n=0 €R N = =~
imaginar eRr imaginér
== cost:Reeitzl_ﬁ+ﬁ_ + _i(_1>ntz_n
2 4! g )
> mn
:>Sint:Im€it:t——3+_5_ R :Z(_ )n t2+l
3 5! (2n + 1)!

sint
tant :=
cost
cost
cott .= —
sint

25



Hyperbel-Funktionen:

e —e
inht =
sin 5
t —t
+e
cosht =
2
inht
tanht = i
cosht

5 Das eindimensionale Riemannsche Integral

Im folgenden: Funktion f : I = [a,b] — R ([a, b]: abgeschlossenes, beschrénktes Intervall)
Nehme an, dass f beschriankt, also 3¢ € Rmit —c < f(x) <CVaxel

B(I) ={f: I+ R beschriankt}

5.1.1 Definition

i) Eine Zerlegung Z von [a,b] in Teilintervalle I; der Léngen |[;|, j = 1,...,k, ist eine
Menge von Punkten

a=xo<T1<--<x,=>b
derart, dass I; = [xj_1,x;]. Wir setzen Ax; :=x; — x;_1 =: ||

Die Feinheit der Zerlegung ist

A(Z) = max{Azy,..., Az}

ii) Aus jedem [; wihlen wir einen Punkt &; € I; aus und setzen & = (&i,...,&). Fir
f € B(I) nennt man

k

Sz(£,€) =Y f(&)Ax;

j=1
eine Riemannsche Zwischensumme
iii) Fir f € B(I) setzen wir

m; = i?ff =inf{f(z): 2 € [;}
m; = sup f
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5.1.2 Definition

i) Eine Zerlegung Z* heifit Verfeinerung von Z, falls alle Teilpunkte x, ..., x; von Z
auch Teilpunkte von Z* sind.

ii) Eine gemeinsame Verfeinerung 7; V Zy von Z; und Z, ist eine Zerlegung, dessen
Teilpunkte genau die Vereinigung der Teilpunkte von Z; und Z; sind.

5.1.3 Lemma

Ist Z* Verfeinerung von Z, so ist

Sy(f) < Sy (f) < Sz (f) < Sz(f)

Beweis: Z habe Teilpunkte o, ..., z, I; = [x;_1, z;] Teilintervalle
Z* habe Teilpunkte zg, ..., z}, [F = [ x5y, ;] Teilintervalle

Jedes I} ist in einem der ] enthalten I C I

m; =sup f < sup =my
Iy I;

m; =inf f > inf =m
— *
I; I;

N

= Sz(f) =Y _milI;| <Zmy ![*!—ZmJ\II—Sz( )

=1

analog S,.(f) > S,(f)
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5.1.4 Definition

Fir f € ®B(I) setzt man
I(f) :=sup{S,(f) : Z Zerlegung von I}

I(f) :== inf{S,(f) : Z Zerlegung von I}
Die Menge {S,(f): Z Zerlegung } ist nach oben beschriinkt, weil S, < Sy, fiir beliebige,
fest gewéhlte Zerlegung Z,
Damit ist I(f) := sup{S,: Z Zerlegung } < oo
Fiir Verfeinerung Z* von Z gilt S,(f) < S, (f)
Entsprechend ist I(f) := inf{Sz: Z Verfeinerung } > —oo

5.1.5 Lemma

Fiir beliebige Zerlegungen Z; und Z, gilt S, < S,
Beweis: Sei Z = Z; V Z, die gemeinsame Verfeinerung. Dann gilt nach Lemma 5.1.3

S, (F) <8,(f) <Sz(f) <Sz(f)

ﬁzk S g’z“l
~~~ ~~~
—I(f) 1(f)

5.1.6 Definition
Eine Funktion f € B(I) heifit (Riemann-)integrierbar, falls I(f) = I(f). Wir setzen

I(f) = I(f) = I(f)

und nennen I das bestimmte Integral von f iiber [a, b],

/b f()de = / f= [tz =10

R(I): Die Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen auf Intervall I = |[a, b].

Schreibweise:

Frage: Welche Funktionen sind Riemann-integrierbar.
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5.1.7 Satz (I Integrabilititskriterium)

f € R(I) genau dann, wenn zu jedem € > 0 gibt es eine Zerlegung Z von I, so dass

Sz(f) = 84(f) <e.

Beweis:

i) Riickrichtung (<=):

Sz(f) < I(f) < I(f) < Sz(f)
= I(f)-I(f)<e
Da ¢ beliebig ist, folgt I(f) = I(f)
ii) Hinrichtung (=):
Nach Definition des Supremums (Infimums) gibt es Z; und Z
I(f) < Sz (/) +5<87+3
I(f)282(f)-5=25,-%
Wihle Z = 2,V Zy, = 1(f) — I(f) <e.
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